Formale Sprachen

1 Def. Grammatik

G=(V,%,—,59) VNnE=0,-c (VUX)t x (VUX)* SeV, V., — endlich
V: Menge der Variablen, X: Terminalalphabet, S: Satzsymbol
—: Regel-/Produktionsrelation (auch Bez. P).

2 Chomsky—Hierarchie

Typ 0 (Phrasenstrukturg.): keine Einschrinkungen
Typ 1 (kontextsensitiv): Fiir alle Regeln w — w’ gilt: |w| < |u/|
Typ 2 (kontextfrei): Fiir alle Regeln w — w’ gilt: w € V

Typ 3 (regulir): Fiir alle Regeln w — w’ gilt: w € V und v’ € SUXV

e-Sonderregelung: Ist bei Typ 1, 2, 3—-Grammatiken € € L erwiinscht, so ist zusétzlich die Regel
S — ¢ zugelassen (dann darf S aber auf keiner rechten Seite einer Produktionsregel vorkommen!).
Bei kontextfreien Grammatiken sind auch Regeln A — ¢ VA € V zugelassen, da man solche
Grammatiken dquivalent in e—freie umformen kann.

3 Regulire Sprachen

Reguldre Sprachen werden &dquivalent durch Typ—3—Grammatiken, deterministische endliche Au-
tomaten (DFA), nichtdeterministische endliche Automaten (NFA) und regulidre Ausdriicke be-
schrieben.

3.1 DFA

M= (Z,%,0,20,F) ZNY=0,20€ Z,ECZ, 6:Zx%— Z, Z,%,0 endlich
Z: Menge der Zustinde, ¢: Uberfithrungsfunktion, zo: Startzustand, E: Menge der Endzustinde

Erweiterung von § zu 6 : Z x £* — Z (Erkennen von Wértern):

0(z,e) ==z 5(z,az) = 6(8(z,a), x)

Akzeptierte Sprache: T(M) = {xz € ¥* | §(z0,z) € E}

3.2 NFA

M= (Z,%,4,5,F) ZNS=0,SCZ,ECZ 6:ZxX—P(Z)
S: Menge der Startzusténde
Verallgemeinerung von & zu 6 : P(Z) x ¥* — P(Z) :

0Z2,e)=2'"NYZ'CZ 52, ax)= ] (5(,0),x)
zeZ'!

Akzeptierte Sprache: T(M) = {x € ¥ « ‘ 5(S,z)NE # 0}



3.3 Regulire Ausdriicke

Die Menge Ry der reguldren Ausdriicke iiber einem Alphabet ¥ ist wie folgt definiert:

0 eRs € € Ry (VaeX)aeRy a,BE€Rs — af,(alf), (@) € Ry

Semantik L(vy) eines reguldren Ausdrucks v:

L@) =0 L) ={e}  Lla) ={a}
L(af) = L(a)L(B)  L((alf)) = L@ UL({B)  L((@)") = L(a)*

3.4 Umwandlung reg. Grammatik — NFA
geg: regulire Grammatik G = (V, 3, P, S)
= NFA M = (VU{X},%,6,{S},E), X ¢ V mit

5 — {{S,X}, S—eceP

{X}, S—ec¢P
5(A,a) > BfallsA—aBeP
0(A,a) > XfalsA—aeP

3.5 Umwandlung NFA— DFA
geg: NFA M = (Z,%,0,5,FE)

= DFA M' = (P(2),%,¢, S, E') (Zustandsnamen sind jetzt Teilmengen von Z!) mit

§'(X,a)= | d(w,a) E'={XCZ|XNE#0}
rzeX

3.6 Umwandlung DFA— reg. Grammatik

geg: DFA M = (Z,%,0, 20, F)
= Grammatik G = (Z, %, P, zp) mit

20— €EP o eceT(M

)
)

~

z2
=zg N zg €K

21— aze €P — §(z1,a

z1—a €EP < 4(z1,a
3.7 Pumping Lemma
(L reguliar) — (In e N)(Vz € L, |z| > n)(Fu,v,w) |vvow =2z A |v|>1 A Juv|<n A (%) }
(%) (Vi € Ng) wv'w € L

3.8 Abschlufleigenschaften

Die regulédren Sprachen sind abgeschlossen unter Vereinigung, Schnitt, Komplement, Produkt und
Stern.



4 Kontextfreie Sprachen

Kontextfreie Sprachen werden #dquivalent durch Typ—2-Grammatiken, EBNF-Terme und (nicht-
deterministische) Kellerautomaten (PDA) beschrieben.

4.1 Grammatik—Normalformen

(grofle Buchstaben: Variable, kleine Buchstaben: Terminalsymbole)
CHoMmsKyY—Normalform: Alle Regeln haben die Form A — BC' oder A — a.
GREIBACH-Normalform: Alle Regeln haben die Form A — aB1Bs ... By, k > 0.

4.2 EBNF (Extended Backus—Naur—Form)

{A_)ﬁl)A_)ﬁ27"')A_)ﬁn} < AZﬁllﬁQ"ﬁn
{A—=ay,A—aBy} & Au=alfly
{A—ay,A—aBy,B—3,B— (B} & A:z=aof}y
4.3 PDA

M= (Z,2,T,6, 2, #) 0:Zx(XZU{e})xDT - P(ZxT*), #€T

T': Kelleralphabet, #: unterstes Kellerzeichen

Eine Konfiguration k eines PDA ist ein Tripel k € K mit K := Z x ¥* x I'*.
Definition einer Relation H C K x K:

(2/;as...an,B1 ... BpAsy... Ay) falls §(z,a1,A1) 3 (2/,B1...Bg)
(1. an, Av. o Am) B { (+'.a1...an, Bi ... Buds ... Ay) falls 6(.c, A1) 5 (', By ... By)

Akzeptiere Sprache: N(M) = {z € £* | (20,2, #) F* (2,¢,€)}
4.4 Pumping Lemma

(L kontextfrei) — (In € N)(Vz € L,|z| > n)(Fu,v,w, z,y) [uvwo:y =z A Jvz| > 1A Jowz| < n A (%)

(%) (Vi € No) wv'wz'ly € L

4.5 Abschlufleigenschaften

Die kontextfreien Sprachen sind abgeschlossen unter Vereinigung, Produkt und Stern.

5 Kontextsensitive Sprachen

Kontextsensitive Sprachen werden dquivalent durch Typ—-1-Grammatiken und linear beschrénkte
Turingmaschinen (LBA) beschrieben.

5.1 LBA

Definition der Turing—Maschine im néchsten Abschnitt!

“Verdopplung” des Eingabealphabets der TM zu ¥/ = XU {a | a € ¥}. Die “eigentliche” Eingabe
a1as . ..an_1a, wird auf dem Band représentiert durch aias...an_1dy, d. h., das letzte Zeichen
wird markiert.



Eine nichtdeterministische Turingmaschine (Def. siche néchster Abschnitt) heifit linear beschrénkt,
wenn fiir alle ajas...a, € X7 und alle Konfigurationen az3 mit zgaias...a,_1d, F* «az8 gilt:

aB| = n.
Ob deterministische LBA (DLBA) gleichméchtig zu LBA sind, ist noch nicht bekannt.
Akzeptierte Sprache:

T(M)={aiaz...an—1a, € X*| z0a102...an_1d, F* azf; a,f €T,z € E}

5.2 Abschlufleigenschaften

Die kontextsensitiven Sprachen sind abgeschlossen unter Schnitt, Vereinigung, Komplement, Pro-
dukt und Stern.

6 Typ—0-Sprachen

Typ—0-Sprachen werden dquivalent durch Typ—0-Grammatiken und Turingmaschinen (TM) be-
schrieben.

6.1 TM
M=(Z,2T,0,2,0,FE) TOX 0Dl ECZd:ZxT —-ZxT x{L,R,N} (deterministisch),
bzw. 6 : Z xT' - P(Z xT' x {L, R, N}) (nichtdeterministisch)
T": Arbeitsalphabet, O: “Blank”
Eine Konfiguration einer Turingmaschine ist ein Wort k € K mit K :=T'*ZT™.
Definition einer “Schritt”—Relation - C K x K:

aj...amz'cby ... by, falls §(z,b1) = (2',¢,N),m >0,n>1
a...amzby... b, F ai...amecz'ba. .. by falls §(z,b1) = (2',¢,R),m > 0,n > 2
ai...am-12"amcha ... b, fallsd(z,b1) = (2',¢,L),m>1,n>1

Sonderfille an den “Réndern”:

ai...amzby F ay...amcz'0 falls §(z,b1) = (2',¢,R)
zby...b, = 2'Ocby...b, falls 6(z,b1) = (2,¢,L)

Akzeptierte Sprache: T(M) = {x € &* ‘ zox H* azf; o, el z€ E}

6.2 Abschlufleigenschaften

Die Typ—0-Sprachen sind abgeschlossen unter Schnitt, Vereinigung, Produkt und Stern.



