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1 Motivation

Werden kontinuerliche Signale in einem Rechner verarbeitet, werden sie durch die Abtastung
diskretisiert, d. h. die Werte liegen nur an einzelnen Stellen vor. Die Abtastung geschieht mit einer
konstanten Abtastrate (bzw. —frequenz F'; d. h. in Intervallen von T' = 1/F Sekunden. Bei vielen
Prozessen, z. B. beim sog. Resampling von Audio—Signalen oder der Skalierung von Pixelgrafiken,
benttigt man aber im allgemeinen Werte, die zwischen den gegebenen Abtastwerten liegen. Die
Berechnung dieser Werte wird Interpolation genannt.

2 Ausgangssituation

Das durch die Abtastung diskretisierte (und quantisierte) Eingangssignal z(t) liegen die Werte
an ganzzahligen Vielfachen der Abtastperiode T vor. x, sei dabei der n—te Abtastwert, d. h.
Zp = x(nT) mit n € N.

Gesucht ist nun eine Funktion, die den urspriinglichen Wert des Eingangssignals an einer
bestimmten Stelle ¢y aus einer Teilmenge der vorhandenen Abtastwerte errechnet, bzw. annéhert.
Je nach Anwendung kann dabei zwischen schnellen oder genauen Algorithmen gewéhlt werden.

Im folgenen zerlegen wir t( in einen ganzzahligen und einen gebrochenen Anteil:

to=(Mm+wp)T mit neN,uel0,1)
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Der zu interpolierende Wert z (o) (veranschaulicht: z,,,,) liegt also zwischen den existierenden
Abtastwerten x,, und z, 1.

3 Lineare Interpolation

Einfachste aller Interpolationsarten. Zwischen jeweils zwei Abtastwerten wird das Eingangssignal
als linear angenommen. Die Aufstellung der Geradengleichung zwischen den zwei uns interessie-
renden Abtastpunkten x, und z,41 liefert:
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liefert schliefilich die gesuchte Formel:

z(to) = (1 — p)Tn + prni1

Dies ist nichts weiter als das durch p gewichtete arithmetische Mittel der beiden benachbarten
Abtastwerte.

4 Polynominale Interpolation

4.1 Herleitung

Das Eingangssignal wird durch eine Folge von Polynomen approximiert. Ich habe folgende Strategie
gewiihlt: Zwischen zwei benachbarte Abtastwerte x, und x,4; wird ein Polynom p,(u) gelegt.
Das gesamte aus den Polynomen gebildete Abtastsignal sollte stetig und differenzierbar sein und
auBerdem genau durch die vorhandenen Abtastwerte verlaufen. An den Anschlufistellen x,, miissen
die Anstiege der Polynome damit gleich sein: p;, (1) = p},;(0)

Nun muf3 noch die Grofle des Anstieges an den Anschlufistellen festgelegt werden. Der letzte und
der folgende Abtastwert z,,—1 und x,1 geben den groben Verlauf, d. h. die Tendenz des Signals
an der Stelle x,, an; somit legen sie den Anstieg an dieser Stelle fest. Abbildung 1 veranschaulicht
diesen Sachverhalt. D. h. der Anstieg an der Stelle x,, ist gleich der Steigung der Geraden durch
Tp—1 und T,41.
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Abbildung 1: Veranschaulichung der Polynomanstiege an den Rindern

Die Randbedingungen des Polynoms lauten also:

pn(]-) = Tnp41 (2)
PO = S(ns =) )
) = Gz — o) @

Da vier Bestimmungsgleichungen vorhanden sind, wird ein Polynom 3. Ordnung benétigt.

pu(p) == anﬂs + anJ2 +epptdy = p/n(ﬂ) = 3anﬂ2 +2bpp+ cn



Die Aufstellung des Gleichungssystems liefert die Losung der Parameter a,,, by, ¢, und d,,:

1
an = 5( 3(3:71 - xn-&-l) + Tn+2 — xn—l)
1
by = xp_1+ 2%pq1 — 5(1'7L+2 + 5xn)
1
Cn = i(zn—&-l - zn—l)
d, = xp

Zur Berechnung von z(tg)=xz((n + )T") miissen also die Koeffizienten a,,, b, und ¢,, berechnet
und das Polynom ausgewertet werden:

z((n+ N)T) A anu3 + bnﬂ2 T et + Tn

4.2 Optimierung fiir Ganzzahlarithmetik

Liegen die Abtastwerte x,, als ganze Zahlen vor (iiblich z. B. bei Audiobearbeitung auf Rechnern)
kann die (meist sehr viel schnellere) Ganzzahlarithmetik eines Rechners benutzt werden, indem
die Polynomkoeffizienten mit 2 multipliziert werden (womit alle Koeffizienten ganzzahlig werden)
und das Ergebnis erst zum Schluss halbiert wird:

’

a, = 3(Tn—Tny1) + Tnt2 — Tt
/

bn = 2xp_1 +4Tp41 — (xn+2 + 5xn)
’

Cp = Tntl — Tp-—1

1
~(an 1’ + b, p® + ¢, p) +

= xz((n+ pu)T) 5

Q

Auflerdem kann die Polynomberechnung nach dem HORNER-Schema durchgefiihrt werden:

1
2((n+ W) ~ 5 |(a+ b )+ ¢ | 1+

Gleitkommaoperationen: 4 x Multiplikation, 3 x Addition
Ganzzahloperationen: 4 x Multiplikation, 3 x Addition, 4 x Subtraktion

4.3 Optimierung fiir FlieBkommaarithmetik

Obige Optimierungsstrategie hilft wenig, wenn die Abtastwerte als reelle Zahlen (im FlieBkomma-
format auf Rechnern) vorliegen, da von vornherein keine Ganzzahlarithmetik durchgefiihrt werden
kann.

In dem Fall 148t sich die Anzahl der Rechenschritte um zwei Multiplikationen reduzieren, indem
man die Koeffizientengleichungen in die Polynomgleichung einsetzt, ausmultipliziert und nach den
Abtastwerten auflost:

1
2((n+)T) % 5 | w1 (207 = 7 = 1) F 20 (345 = 50 4 2) - (457 = 30 4 1) + a1 — %)

12, 112 und 3p3 kénnen vorher berechnet und gespeichert werden.
Gleitkommaoperationen: 6 x Multiplikation, 4 x Addition, 6 x Subtraktion



5 Bandbreitenbeschrinkte Interpolation

5.1 Theorie

SHANNONs Sampling—Theorem besagt, dass ein Signal ezakt durch seine Abtastwerte rekonstruiert
werden kann, wenn es keine Frequenzanteile oberhalb der halben Abtastfrequenz enthélt. Daher
rithrt der Name bandbreitenbeschrinkte Interpolation, die auf diesem Theorem basiert:

o0

z(t) = Z zn H(t —nT)

n=-—oo
Dabei ist H(z) die StoSantwort des idealen Tiefpafifilters:

sin(mrx)

x
() — sine(E it i _
(x) smc(T) mit  sinc(z) -
Soll diese Gleichung dazu benutzt werden, die Abtastrate zu verringern (downsampling), mufl
die Grenzfrequenz des Tiefpasses angepafit werden, um Aliasing-Effekte zu vermeiden:

1.t
H(z) = Fsmc(ﬁ)

T’ sei dabei die neue Abtastfrequenz.

5.2 Implementation

6 Vergleich

Die lineare Interpolation ist sehr schnell und leicht zu implementieren und bringt, wenn es nicht
um hohe Qualitdt geht, bereits akzeptable Ergebnisse. Sie ist deshalb vor allem fiir Echtzeitan-
wendungen auf langsameren Rechnern vorteilhaft einsetzbar.

Polynomiale Interpolation ist nicht sehr viel aufwéndiger und bringt sehr gute Ergebnisse. Soll
die Abtastrate reduziert werden (downsampling), ist sie auf jeden Fall zu empfehlen. Bei Erhhung
der Abtastrate ist im Allgemeinen ebenfalls die Polynominterpolation ausreichend. Nur wenn es
um hochste Qualitdt geht und der Berechnungsaufwand eine nur untergeordnete Rolle spielt, sollte
die bandbreitenbeschrénkte Interpolation gewéhlt werden.



