Stochastik

1 Wahrscheinlichkeitsraum

1.1 Definition

Ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum (), Pr) besteht aus einer endlichen oder abzéhlbar

unendlichen Menge  und einer Abbildung Pr: 2 — [0,1] C R mit Z Pr(w) =1.
weN

Die Elemente von 2 nennt man Ergebnisse, die Teilmengen von 2 Ereignisse.
Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses A C Q: Pr(A) := Z Pr(w).
weA

— Erweiterung zu einem Wahrscheinlichkeitsmafl auf dem Mefiraum Pr(€2).

1.2 Begriffe und Sitze

e Laplace-Raum: Pr(w) = ﬁ YweQ.

e Bedingte Wahrscheinlichkeit: Pr(A|B) = Z958) = PUEALENA fiy pr(B) > 0
(Satz von BAYES)
Korollar: Sind A4,..., A, C Q Ereignisse mit Pr(A; N...NA4,) > 0, dann gilt:
Pr(AinN...NA,) =Pr(4y)  Pr(As|Ay) - Pr(Aplan—1N...N A;)

e Zwei Ereignisse A, B C () heiflen voneinander unabhingig gdw.
Pr(AnB) = Pr(A) - Pr(B).
e Pr(AUB) = Pr(A)+ Pr(B)— Pr(ANB)

2 Zwufallsvariable

2.1 Definition

Eine Zufallsvariable iiber einem WR, (2, Pr) ist eine Abbildung X : Q@ — Wx C R. Wx heif}t
Wertemenge von X.

Schreibweise: Pr(X =r) := Pr({w € Q| X(w) =7}) PrX <r)=Pr{w e Q| X(w) <r})

Zu einer Zufallsvariable X definiert man die

e Dichtefunktion fx : Wx — [0,1] durch fx(r)=Pr(X =7r)
e Verteilungsfunktion Fx : Wx — [0,1] durch Fx(r) = Pr(X <r)

Aus einer numerischen Zufallsvariable X konstruiert man einen WR (Wx, Prx). Pryx ist durch
Dichte oder Verteilung von X bestimmt.

2.2 Mehrere Zufallsvariablen

Sind X,..., X, Zufallsvariablen iiber WR (21, Pry),..., (2, Pry,), dann ist X := X5 +...+ X,
eine Zufallsvariable tiber (1, Pr1) X ... X (Qy, Pry).

Die Zufallsvariablen X1, ..., X,, heifflen unabhéngig, wenn fiir jede Teilmenge I = {i,... it} C
{1,...,n}, I #0 gilt:

Pr(Xs, =ri,..., Xy, =rg) = Pr(Xs, =r1) ...  Pr(z, =rk)
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2.3 Erwartungswert

Als Erwartungswert der Zufallsvariablen X definiert man

E(X)=p:= > rfx(r),

reWx

falls diese Summe konvergiert.

Rechenregeln:

E(@X +b)=aE(X)+b a,beR (Linearitét)
EXi+...+X,)=EX1)+...+ BE(X,)

2.4 Varianz und Standardabweichung

Als Varianz einer Zufallsgrofie X bezeichnet man die Grofie

Var(X) =0 = B(X —p)*) = Y (r—u)* fx(r)

reWx

o = /Var(X) heifit Standardabweichung.

Rechenregeln

Var(X) = E(X?) — [E(X))? Var(aX +b) = a® Var(X)
Fiir unabhéngige Zufallsvariable X; gilt: Var(X; + ...+ X,,) = Var(X1) + ... + Var(X,)

3 Wichtige Verteilungen

3.1 Bernoulli-Verteilung

Parameter: p

Wy = {01} fx<r>={ por=1

1-p r=0 EX)=p Var(X) =p(1—p)

3.2 Binomialverteilung

Parameter: p, n
Wx ={0,....n}  fx(r)= ()" (1-p)" " =:b(r,n,p)  EX)=np  Var(X)=np(1-p)

Entstehung: Sind X;,...,X,, BERNOULLI-verteilt mit dem Parameter p und unabhéngig, dann
ist X := X7 + ...+ X,, binomialverteilt mit den Parametern n und p.

3.3 Geometrische Verteilung

Parameter: p
Wx =N* fx(r)=(1—pp! E(X) = % Var(X) = 152

P
Deutung: Wahrscheinlichkeit, dass nach r-maliger Wiederholung eines BERNOULLI-verteilten Ex-

perimentes mit Erfolgswahrscheinlichkeit p ein Miflerfolg eintritt.




3.4 Poisson-Verteilung
Parameter: A

Wx =Ny fo(r) = —'e_A = lim b(r,n, %) EX)=\ Var(X) = A

T! n—oo

Deutung: fx(r) ist die Wahrscheinlichkeit, dass in einem Bediensystem in einer bestimmten
Zeiteinheit r Forderungen eintreffen (A durchschnittliche Anzahl Forderungen in dieser Zeitein-
heit).

4 Gesetze

4.1 Ungleichung von Markov

Es sei X eine Zufallsvariable, die nur nichtnegative Werte annimmt. Dann gilt:

E(X 1
(Vt e RT) Pr(X >1t) < (t ) insbesondere aber Pr(X > tE(X)) < i
Beweis: E(X)= Y rfx(m> Y rfx(m> > tfx(=t Y fx(r)=tPr(X>t)
rewy reEWyx reEWx reEWy
r>t r>t r>t

4.2 Ungleichung von Tschebyscheff

Sei X eine Zufallsvariable. Dann gilt:

(WeRﬂPMX—EMNZQSK%gg

Beweis: Pr(|X—E(X)|>t)=Pr((X—E(X))2>t?)  Die Zufallsvariable (X — E(X))?2) hat als Erwartungswert gerade
E((X — E(X))?) = Var(X). Aus der Ungleichung von Markov folgt die Behauptung.

4.3 Bernoullis Gesetz der grofien Zahlen

Gegeben sei eine Zufallsvariable X sowie Zahlen £,6 € RT. Dann gilt fiir n > M(X) Sind
Xi,... X,, unabhingige Zufallsvariablen mit fx, = fx, 1 <¢ < n und setzt man

Z:=1(X;+ ...+ X,), dann gilt:

Pr(Z - E(X)| >6) <e

5 Stochastische Prozesse mit diskreter Zeit

5.1 Definition stochastischer Prozess

Eine Familie {X;|t € T'} von Zufallsvariablen nennt man einen stochastischen Prozess.

Fiir T = N spricht man von diskreter Zeit, fir T = IRBL von kontinuierlicher Zeit. Bei diskreter
Zeit denkt man sich einen stochastischen Prozess als Folge X, X1, ... von Zufallsvariablen.

5.2 Definition Markov-Kette

Eine (endliche) Markov-Kette mit diskreter Zeit iiber der Zustandsmenge S = {0,1,...,n — 1}
besteht aus einer Folge Xo, X1, ... von Zufallsvariablen mit Wertemenge S und einer Startvertei-

lung go € (R7)™ mit Z qoi = 1. Fiir jede Indexmenge I C {0,1,...,¢— 1) und beliebige Zusténde
i, 7,5k, k € I muB gelten PrXppi=j | Xe=i)=Pr(Xpp1=j: | Xy =i, Xp =sp, Vk € )



(D. h., frithere Zustéinde haben keinen Einflu} auf die UbergangswahrsCheinlichkeiten).

Sind die Werte p;; := Pr(X;y1 = ’ X, = i) unabhéngig von ¢, so nennt man die Markov-Kette
zeithomogen. Solche Ketten beschreibt man durch ihre Ubergangsmatrix P := (Pij)i<i,j<n-

Der Vektor ¢; habe als i-te Komponente die Wahrscheinlichkeit Pr(X; = ). Dann gilt:

Gi+1=¢qs - P - Qt-',-k:CIt'Pk

Ubergangswahrscheinlichkeit nach ¢ Schritten: pg) ist die (i, j)-te Komponente von P?

5.3 Periodizitit

Die Periode eines Zustandes j ist die grofite Zahl & € Ny mit
{t € Np | pﬁvtj) >0} CENg = {i€ | i € No}

Ein Zustand mit Periode 1 heifit aperiodisch. Eine MARKOV-Kette heifit aperiodisch, wenn alle
ihre Zusténde aperiodisch sind.

Hinreichende Bedingungen, dass ein Zustand j aperiodisch ist:
* pjj >0
o (3to) (Vt>to) P\ >0

e Es gibt Pfade mit positiver WS von j nach j, deren Léngen teilerfremd sind

5.4 [Eigenschaften

e Eine Wahrscheinlichkeitsverteilung einer MARKOV-Kette m € (Rd )™ heifit stationéire Ver-
teilung, wenn gilt: 7P = 7.

e Eine MARKOV-Kette heifit irreduzibel, wenn gilt:
(Vi,j € S) (3k € No) pi¥) >0
(d. h., von jedem Zustand kann jeder andere Zustand in endlich vielen Schritten erreicht

werden)

e eine irreduzible aperiodische MARKOV-Kette heifit ergodisch.
Fundamentalsatz fiir ergodische MARKOV-Ketten:

Jede (endliche zeithomogene) ergodische MARKOV-Kette besitzt eine eindeutige stationére
Verteilung 7 und es gilt:

tlim goP' =7 (unabhiingig von o)
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